
 
 

ĐẠI HỌC THÁI NGUYÊN 

TRƯỜNG ĐẠI HỌC KHOA HỌC 
--------------------------- 

 

 

 

 
 

 
VŨ THỊ NĂM 

 

 

 

 
 
 

 

 

MỘT SỐ BÀI TOÁN 

VỀ ĐƯỜNG TRÒN TIẾP XÚC 

 

 

 

 

 

LUẬN VĂN THẠC SĨ TOÁN HỌC 

                                  

 

 

 

 

THÁI NGUYÊN - 2018



 
 

ĐẠI HỌC THÁI NGUYÊN 

TRƯỜNG ĐẠI HỌC KHOA HỌC 
--------------------------- 

 

 

 
 

 
VŨ THỊ NĂM 

 

 

 
 

 
 
 

 

MỘT SỐ BÀI TOÁN 

VỀ ĐƯỜNG TRÒN TIẾP XÚC 

 

Chuyên ngành: Phương pháp Toán sơ cấp 

Mã số: 8460113 

 

LUẬN VĂN THẠC SĨ TOÁN HỌC 

 

 

NGƯỜI HƯỚNG DẪN KHOA HỌC 

PGS.TS. Nguyễn Việt Hải 
 

 

 

THÁI NGUYÊN - 2018 



i

Danh möc h¼nh

1.1 B i to¡n Feuerbach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Düng �÷íng trán Thebault . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 �ành lþ Thebault . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Bê sung t½nh ch§t cõa t¥m I . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.5 B i to¡n cì b£n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.6 a) PQ �i qua I; b) PQ �i qua IC . . . . . . . . . . . . . . 11
1.7 c) PQ �i qua IA; d) PQ �i qua IB . . . . . . . . . . . . . . 12
1.8 C¡c tr÷íng hñp cõa �ành lþ Thebault . . . . . . . . . . . . 13
1.9 Tø b i to¡n Thebault �¸n �ành lþ Feuerbach . . . . . . . . 14
1.10 M»nh �· 1.3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.11 �ành lþ Feuerbach �èi vîi �÷íng trán b ng ti¸p . . . . . . . 17
1.12 IMO 2012 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1 B i to¡n Malfatti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Têng di»n t½ch c¡c h¼nh trán Malfatti khæng ph£i l  lîn nh§t 21
2.3 Nghi»m cõa b i to¡n Malfatti gèc . . . . . . . . . . . . . . 24
2.4 Líi gi£i �¤i sè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.5 Líi gi£i �¤i sè-h¼nh håc cõa Schellbach . . . . . . . . . . . . 26
2.6 Khi R = 1

2 ; a = sinα, b = sin β, c = sin γ . . . . . . . . . . 28
2.7 Ph²p düng phö 1 v  ph²p düng phö 2 . . . . . . . . . . . . 29
2.8 Ph²p düng b¬ng ph¦n m·m GeoGebra, n«m 2013 . . . . . . 30
2.9 B i to¡n A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.10 B i to¡n B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1 arbelos - h¼nh "con dao thñ �èng gi¦y" . . . . . . . . . . . 39
3.2 �÷íng trán nëi ti¸p arbelos . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.3 �ành lþ Bankoff thù nh§t . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42



ii

3.4 Ba c¡ch düng �÷íng trán nëi ti¸p arbelos ABC . . . . . . . 43
3.5 C¡ch düng thù t÷ cõa �÷íng trán nëi ti¸p . . . . . . . . . 45
3.6 C°p �÷íng trán Archimedes thù nh§t v  thù hai . . . . . . 46
3.7 �ành lþ Bankoff thù hai . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.8 C°p �÷íng trán Archimedes thù ba v  thù t÷ . . . . . . . 48
3.9 C°p �÷íng trán Archimedes thù n«m v  thù s¡u . . . . . . 49
3.10 C°p �÷íng trán thù b£y, thù t¡m . . . . . . . . . . . . . . 50
3.11 C°p �÷íng trán thù ch½n v  c°p thù m÷íi . . . . . . . . . 51
3.12 C°p thù m÷íi mët v  c°p thù m÷íi hai . . . . . . . . . . . 52



iii

Möc löc

Líi c£m ìn vi

Mð �¦u 1

1 Tø b i to¡n Thebault �¸n b i to¡n Feuerbach 4
1.1 Giîi thi»u v· hai b i to¡n: b i to¡n Thebault v  b i to¡n

Feuerbach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.1.1 B i to¡n Feuerbach . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.1.2 B i to¡n Thebault . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 B i to¡n cì b£n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.1 �p döng b i to¡n cì b£n chùng minh �ành lþ Thebault 12
1.2.2 Tø �ành lþ Thebault �¸n �ành lþ Feuerbach . . . . . 14

1.3 �p döng . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 B i to¡n Malfatti 20
2.1 Giîi thi»u b i to¡n Malfatti . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2 Líi gi£i b i to¡n Malfatti gèc . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Líi gi£i b i to¡n Malfatti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3.1 C¡ch düng �¤i sè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.3.2 C¡ch düng �¤i sè-h¼nh håc cõa Schellbach . . . . . . 26

2.4 Mët sè b i to¡n kiºu Malfatti gèc . . . . . . . . . . . . . . 31
2.4.1 Hai b i to¡n Malfatti �èi ng¨u . . . . . . . . . . . . 31
2.4.2 B i to¡n Malfatti cho tam gi¡c �·u v  h¼nh vuæng . 34
2.4.3 B i to¡n Malfatti cho �÷íng trán . . . . . . . . . . . 37

3 �÷íng trán ti¸p xóc trong h¼nh håc arbelos 38
3.1 Mët sè b i to¡n �ìn gi£n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38



iv

3.2 �÷íng trán nëi ti¸p trong arbelos . . . . . . . . . . . . . . 40
3.2.1 T½nh ch§t cõa �÷íng trán nëi ti¸p trong Arbelos . . 40
3.2.2 C¡ch düng �÷íng trán nëi ti¸p arbelos ABC . . . . . 44

3.3 C¡c c°p �÷íng trán Archimedes trong arbelos . . . . . . . . 45
3.3.1 C°p �÷íng trán Archimedes thù nh§t v  thù hai . . 45
3.3.2 C°p �÷íng trán Archimedes thù ba v  thù t÷ . . . . 48
3.3.3 C¡c c°p �÷íng trán Archimedes thù n«m v  thù s¡u 49
3.3.4 C¡c c°p �÷íng trán Archimedes thù b£y v  thù t¡m 50

T i li»u tham kh£o 54



v

B£ng kþ hi»u

stt Kþ hi»u Nëi dung kþ hi»u
1 O9 T¥m �÷íng trán Euler 5
2 ρa B¡n k½nh �÷íng trán b ng ti¸p trong Â 6
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Mð �¦u

1. Möc �½ch cõa �· t i luªn v«n

C¡c b i to¡n v· �÷íng trán luæn l  nhúng b i to¡n �÷ñc c¡c nh 
to¡n håc quan t¥m. Nhi·u b i to¡n v· sü ti¸p xóc cõa c¡c �÷íng trán �¢
gn li·n vîi t¶n tuêi cõa c¡c nh  to¡n håc nh÷ b i to¡n Thebault, b i to¡n
Feuerbach, b i to¡n Malfatti, c¡c b i to¡n v· �÷íng trán trong h¼nh håc
arbelos ("h¼nh con dao cõa thñ �âng gi¦y") ...Sü d¨n dt tø b i to¡n n y
sang b i to¡n kh¡c còng c¡c ùng döng cõa chóng �¢ mang l¤i nhi·u k¸t
qu£ tuy»t víi cõa h¼nh håc Euclide. �º hiºu bi¸t th¶m v· c¡c c¡c �÷íng
trán ti¸p xóc, khai th¡c c¡c t½nh ch§t, c¡ch x¡c �ành chóng, ¡p döng �÷ñc
v o c¡c b i to¡n kh¡c, tæi �¢ chån �· t i "Mët sè b i to¡n v· �÷íng trán
ti¸p xóc". Möc �½ch cõa �· t i l :

-T¼m hiºu c¡c b i to¡n li¶n quan �¸n c¡c �÷íng trán ti¸p xóc: b i to¡n
Thebault, b i to¡n Feuerbach, b i to¡n Malfatti, c¡c b i to¡n v· �÷íng
trán ti¸p xóc trong h¼nh håc arbelos .

- Tr¼nh b y méi b i to¡n vîi nhúng nëi dung �÷ñc cªp nhªt, theo tr¼nh
tü: xu§t sù cõa b i to¡n, c¡ch gi£i quy¸t mîi cõa b i to¡n v  c¡c b i to¡n
li¶n quan.

- C¡c k¸t luªn khoa håc rót ra tø c¡c b i to¡n v  ¡p döng �º gi£i to¡n
håc sinh giäi ð phê thæng.

- Bçi d÷ïng n«ng lüc d¤y c¡c chuy¶n �· khâ ð tr÷íng THCS v  THPT
gâp ph¦n � o t¤o håc sinh håc giäi mæn H¼nh håc.
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2. Nëi dung cõa �· t i, nhúng v§n �· c¦n gi£i quy¸t

Tr¼nh b y mët c¡ch h» thèng c¡c b i to¡n nâi tr¶n, ¡p döng �÷ñc
c¡c t½nh ch§t cõa �÷íng trán ti¸p xóc v o c¡c b i to¡n kh¡c. Nëi dung
luªn v«n chia l m 3 ch÷ìng:

Ch÷ìng 1. Tø b i to¡n Thebault �¸n b i to¡n Feuerbach

X²t hai b i to¡n : b i to¡n Thebault, b i to¡n Feuerbach v  mèi li¶n
h» giúa chóng. B i to¡n Feuerbach l  mët trong nhúng b i to¡n �µp �³
nh§t cõa h¼nh håc ph¯ng Euclide tr£i qua nhi·u n«m th¡ng vîi nhi·u c¡ch
chùng minh. Ch÷ìng n y bao gçm:

1.1. Giîi thi»u v· hai b i to¡n: b i to¡n Thebault v  b i to¡n Feuerbach

1.2. B i to¡n cì b£n

1.3. �p döng.

Ch÷ìng 2. B i to¡n Malfatti

Giîi thi»u b i to¡n Malfatti v  b i to¡n Malfatti gèc. Tr¼nh b y chi
ti¸t líi gi£i b i to¡n to¡n Malfatti cho tam gi¡c b§t ký, gi£i th½ch �¦y �õ
t¤i sao c¡c �÷íng trán Malfatti khæng l  nghi»m cõa b i to¡n Malfattigèc
v  �¥u l  nghi»m �óng cõa b i to¡n �â. Ch÷ìng n y bao gçm c¡c möc sau:

2.1. Giîi thi»u b i to¡n Malfatti

2.2. Líi gi£i cõa b i to¡n Malfatti gèc

2.3. Líi gi£i b i to¡n Malfatti

2.4. Mët sè b i to¡n kiºu Malfatti gèc.

Ch÷ìng 3. �÷íng trán ti¸p xóc trong h¼nh håc arbelos

H¼nh håc arbelos nghi¶n cùu c¡c nûa �÷íng trán ti¸p xóc, chú "arbelos"
�÷ñc gh²p tø 7 chú c¡i α, %, β, η, λ, θ, ς th nh (α%βηλθς). H¼nh arbelos l 
ba nûa �÷íng trán vîi c¡c �÷íng k½nh tr¶n mët �÷íng th¯ng. Theo quan
�iºm trüc quan, ng÷íi ta gåi arbelos l  "h¼nh con dao cõa thñ �âng gi¦y".


